Aineistotehtava: Maksimaalinen virtaus

Lue aineisto huolella. Tehtavien joukossa on kysymyksigsa aineistoa sovelletaan
suoraan, ja kysymyksia, joissa aineiston pohjalta tuldeldepaatelmia. Kysymykset eivat
ole valttamaétta vaikeusjarjestyksessa.

Virtausverkko tassa lyhyestverkkq on viisikko (V,E,c,s;t). Verkossa joukkd/ on
aarellinensolmujoukko Solmujoukon alkiot,solmut on numeroitu 12,...,n, jossan on
solmujen maard. Solmut ja t ovat erikoisasemassa, on lahde ja t kohde Ne ovat
eri solmuja. JoukkoE on solmujen jarjestettyjen pariefi, j) joukko. Joukon alkioita
kutsutaan verkorkaariksi Funktio c on kapasiteettifunktipjoka liittéé kuhunkin kaareen
(i, j) positiivisen kokonaisluvun;j. Lukuaci; kutsutaan kaarefi, j) kapasiteetiksiKaaren
(i, j) solmui on kaareridhtésolmuja j senmaalisolmu Kaarilahteelahtésolmustaan ja se
tuleemaalisolmuunsa. Virtausverkossa lahteeseen ei tule iyhidirta eiké& kohteesta lahde
yhtdan kaarta. Kaikkiin muihin solmuihin tulee kaaria j&sté lahtee kaaria.

Verkko esitetdén usein kaaviona. Kaaviossa kutakin soksiigia ympyra, jonka sisalla
on solmun numero. Lahteen viereen merkitaan kirggakohteen viereen kirjain Kutakin
kaarta(i, j) esittda solmustasolmuunj osoittava nuoli. Kaaren kapasiteettj merkitaén
nuolen viereen. Kuvassa 1 on eraan verkon kaavioesitys.

Kuva 1. Virtausverkko(V, E,c,s t), jossav = {1,2,3,4,5,6,7},
E=1{(12),(1,3),(2,3),(24),(25),(3,4),(36),(45),(47),(57),(6,4), (67)}
funktionc arvot ovatcip =4, c13=3, Cp3=3, Cos =1, Co5 =2, C34 = 2, C36 = 2,
Ci5=05,C7=2,C57=3,Cea=1, Cg7=05, lahdes=1 ja kohdeg = 7.

Olkoonk yhta suurempi kokonaisluku. Verkgolkuon sen solmujen ja kaarten jono
V1,a1,Vo,@2,...,8k 1, Vk, JOSSa kukinv; on verkon solmu (tdssé= 1,2, ...,Kk) ja kuking on
joko verkon kaari(vi,vi+1) tai verkon kaari(vi11,Vv;) (tdssd = 1,2,...,k—1). Edellisessa
tapauksessa sanotaan, etta kaari on polessnpain suuntautuyglkimmaisessa, etta se
on polussdaaksepéain suuntautuv®olkualkaasen ensimmaisesta solmustagttyysen
viimeiseen solmuun. Polymtuuson sen kaarten maara. Polkuyksinkertainenjos mikaan
solmu ei esiinny siind kahdesti.

Olkoon f funktio, joka liittdé verkon kuhunkin kaare€n j) ei-negatiivisen kokonais-
luvun fij. Kutsutaan lukudj kaaren(i, j) virtaukseksi Solmuun tuleva virtausn siihen
tulevien kaarten virtausten summaslmusta lahteva virtausn siita lahtevien kaarten vir-
tausten summa. Funktibon verkon virtausjos fi; < ¢;j kaikilla verkon kaarilla(i, j) (vir-
taukset eivat ylita kapasiteetteja) ja lisdksi kaikissassa solmuissa paitsi lahteessa ja koh-
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Kuva 2. Kuvan 1 verkko ja eras sen virtaus.

teessa solmuun tuleva virtaus on yhta suuri kuin solmubtava virtaus. Erikoinen virtaus
on O-virtaus,jossa kaikkien kaarten virtaus on 0. Verkon virtaukaero on verkon l&hteesta
slahtevien kaarten virtauksien summa. Esimerkiksi O-uk&en arvo on siis 0.

Verkon virtaus merkitédan virtausverkkoa esittavaan kaavikirjoittamalla kaarefi, j)
kapasiteetirti; jalkeen puolipiste ja kaaren virtadg. Siis kaaren yhteyteen tulee merkinta
"cij ; fij". Kuvassa 2 on kuvan 1 verkon eras virtaus.

Maksimaalisen virtauksen ongelma etsié verkon virtaus, jonka arvo on mahdollisim-
man suuri.

Maksimaalisen virtauksen ongelma voidaan ratkaistatatoglla mista tahansa verkon
virtauksesta, vaikkapa O-virtauksesta, ja kasvattanstten virtauksen arvoa sopivasti.
Arvon kasvattamisessa saatetaan joutua paitsi lisd&noédenkin kaarien virtausta myos
vahentama&an toisten virtausta.

Olkoon f verkon virtaus. Kaaref(i, j) jaannoskapasiteettin lukuc;j — fij. Kaaressa ole-
vaa virtausta voidaan kasvattaa korkeintaan kaaren jg#apasiteetilla. Virtausta voidaan
taas pienentaa korkeintaan magga

Tarkastellaan verkon yksinkertaista polkeigoka alkaa lahteesta ja paattyy kohteeseen.
Olkoon A polun eteenpéin suuntautuvien kaarten joukkB gen taaksepain suuntautuvien
kaarten joukko. Olkoomy pienin joukkoonA kuuluvien kaarten jadnnoskapasiteeteista ja
mg pienin joukkoonB kuuluvien kaarten virtauksista ja pienin luvuistama ja mg. JOs
m ei ole 0, niinP on verkontdydennyspolkuSilloin m on taydennyksemaara polkua P
pitkin. Verkon virtauksen arvoa voidaan kasvattaa taygispalkua pitkin kasvattamalla sen
kaikkien eteenpain suuntautuvien kaarten virtausta t@tyglesen maara ja pienentamalla sen
kaikkien taaksepain suuntautuvien kaarten virtausta sag&a.

Toimenpide, joka koostuu taydennyspolun etsimisestarfauksen arvon kasvattami-
sesta polkua pitkin edella kuvatulla tavalla, tigydennyskierras

Verkon maksimaalisen virtauksen muodostamiseksi asetetiaksi verkkoon 0-virtaus.
Sen jalkeen suoritetaan taydennyskierroksia, kunnessgsekei enda ole tdydennyspolkua.
Silloin virtaus on maksimaalinen. Tulokseen ei vaikutassai jarjestyksessa taydennuspol-
kuja kaytetaan.



Kysymykset

1. (a)(1 piste)Mika on aineiston kuvan 2 verkon virtauksen arvo?

(b) (3 pistetta)Onko aineiston kuvassa 2 oleva virtaus maksimaalinen?sRdewastauksesi.
Jos virtaus ei ole maksimaalinen, piirré kaavio, joka @8itamaa verkkoa ja sen maksimaalista
virtausta.

2. (a)(2 pistetta)Olkoon verkossaV, E,c,s;t) joukkoV = {1,2,3,4,5,6, 7}, joukko
E=1{(12),(1,3),(1,6),(2,4),(3,2),(3,5),(4,3),(4,7),(57), (6,5), (6,7)}, funktion c ar-
votovatCio =5, C13=2,C1g=5,Cu=7,C32=3,C35=7, C43=3,C47=2, C57= 8, Cg5 =
2, cg7 = 2, lahdes =1 ja kohdet = 7. Piirrd verkkoa esittava kaavio.

(b) (2 pistetta)Tarkastellaan a-kohdan verkon kaarten joukossa méagétainktiotaf, jonka
arvotovatfip=1, f13=2, f16=2, fog=3, f30=2, fa35=2, fa3=1, f47=2, f57=2, fe5=
1, fg7 = 1. Onko funktio verkon virtaus? Perustele vastauksesi.

(c) (2 pistettd)Tarkastellaan a-kohdan verkon virtausta= 3, f13=2, fig=4, fo4=5, f3o=
2, f35 =3, f43=3, f47=2, f57=05, fg5 =2, fg7 = 2. Mitk&a ovat jdanndskapasiteetit?

(d) (3 pistettd)Kohdan a verkossa on c-kohdassa annettu virtaus. Anna yekkon tayden-
nyspolku. Mika on taydennyksen méaara polkua pitkin?

(e) (5 pistettd)Muodosta a-kohdan verkon maksimaalinen virtaus ainesatesitetylla mene-
telmalla alkaen verkon O-virtauksesta. Piirrd jokaisgmlényskierroksen jalkeen senhetkisen
virtauksen sisaltava kaavio.

3. Kuvan 3 verkon maksimaalinen virtaus muodostetaanstiwasa kuvatulla tavalla. Taydennys-
polun voi joillakin tdydennyskierroksilla valita usea#a tavalla.

(a) (1 piste)Mikéa on lyhyimman mahdollisen tdydennyspolun pituus emséisella tdydennys-
kierroksella?

(b) (1 piste)Mika on pisimman mahdollisen tdydennyspolun pituus ensimgalla tdydennys-
kierroksella?

(c) (2 pistettd) Kuvassa 3 olevan verkon maksimaalinen virtaus muodosteséan, etté
jokaisella taydennyskierroksella valitaan aina lyhyinhaallinen taydennyspolku. Kuinka
monta taydennyskierrosta tarvitaan? Perustele vastsiukse

(d) (3 pistettd) Kuvassa 3 olevan verkon maksimaalinen virtaus muodostesétan, ettd
jokaisella taydennyskierroksella valitaan aina pisin dalnen taydennyspolku. Kuinka
monta taydennyskierrosta tarvitaan? Perustele vastsiukse

Kuva 3. Tehtavan 3 verkko.



