
Tietojenkäsittelytieteen valintakoe 25.5.2015

Tehtävä 2: Binäärinen hakupuu

Erilaisia tietorakenteita käytetään tietojenkäsittelyssä datan tallentamiseen siten, että sen
käyttö olisi mahdollisimman tehokasta. Eräs keskeisimmistä tietorakenteista on niin sa-
nottu binäärinen hakupuu. Binäärinen hakupuu koostuu joukosta yhteenliitettyjä solmu-

ja, joihin on tallennettu avainarvoja. Usein solmuihin tallennettaisiin myös hyötytietoa,
jota puusta haettaisiin; tässä tehtävässä kuitenkin tarkastellaan vain avainarvoja.
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Yksinkertainen binäärinen hakupuu.

Tietorakenteen solmuilla, kuten myös itse puulla, on niitä kuvaavia ominaisuuksia. Jos
solmulla x on ominaisuus z, tämän ominaisuuden arvoon viitataan merkinnällä z[x]. Arvol-
la NIL merkitään tilannetta, jossa x:llä ei ole kyseistä ominaisuutta (ominaisuus[x]=NIL).

Binääripuun solmulla x on seuraavat ominaisuudet:

• avain[x]: solmun x avainarvo (kokonaisluku)

• vasen[x]: viittaus x:n vasempaan lapseen (solmu tai NIL)

• oikea[x]: viittaus x:n oikeaan lapseen (solmu tai NIL)

• vanhempi[x]: viittaus x:n vanhempaan (solmu tai NIL)

Binäärisellä hakupuulla P on seuraava ominaisuus:

• juuri[P]: viittaus puun juureen (solmu tai NIL)

Oletamme tässä tehtävässä, että mitään avainarvoa ei löydy puusta useampaa kappa-
letta. Merkintä vasen[x]=NIL tarkoittaa sitä, että solmulla x ei ole vasenta lasta. Sellaisia
solmuja, joilla ei ole kumpaakaan lasta, kutsutaan lehtisolmuiksi. Solmun jälkeläisiä ovat
kaikki sen lapset, näiden lapset jne. edeten aina lehtisolmuihin saakka. Solmun esivan-

hempia ovat taas sen vanhempi, tämän vanhempi jne. edeten aina juureen saakka. Solmun
x vasen alipuu sisältää solmun vasen[x] ja kaikki solmun vasen[x] jälkeläiset (alipuu voi
olla tyhjä). Vastaavasti määritellään solmulle oikea alipuu.

Binäärisellä hakupuulla on voimassa seuraavat ehdot:

• Jos juuri[P]=NIL, niin puu P on tyhjä.

• Juurisolmulla ei ole vanhempaa (ts. vanhempi[juuri[P]] = NIL). Kaikilla muilla puun
solmuilla on vanhempi.

• Kullakin solmulla on maksimissaan kaksi lasta, vasen ja oikea. Jompikumpi tai
molemmat lapsista voivat myös puuttua.

• Olkoon x puun mielivaltainen solmu. Jos y on jokin solmu sen vasemmassa alipuus-
sa, niin avain[y] < avain[x]. Vastaavasti, jos y sijaitsee x:n oikeassa alipuussa, niin
avain[y] > avain[x].
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Binääripuuta voidaan havainnollistaa piirtämällä se siten, että solmut esitetään ym-
pyröinä, joiden sisälle on sijoitettu niiden avainarvot, ja kukin vanhempi yhdistetään
lapsiinsa viivoilla. Tällöin tavanmukaisesti solmut asetellaan kuvaan seuraavalla tavalla:

• Juurisolmu sijoitetaan ylimmäksi.

• Juurisolmun lapset sijoitetaan siten, että vasen[juuri[P]] sijoitetaan alavasemmalle
juuresta, ja oikea[juuri[P]] alaoikealle. Nämä lapsisolmut sijoitetaan keskenään sa-
malle korkeudelle. Mikäli jompaakumpaa lapsista ei ole olemassa, luonnollisesti tätä
ei myöskään piirretä.

• Lapsisolmujen lapset ja myöhemmät jälkeläiset piirretään vastaavalla tavalla alas-
päin edeten, varmistaen aina, että yhtä monen askeleen päässä juuresta olevat sol-
mut sijoittuvat kuvassa samalle korkeudelle.

Seuraavassa ilmaus solmu a tarkoittaa solmua, jonka avain on a. Tehtävänannon alussa
kuvatulla esimerkillä ovat voimassa muun muassa seuraavat ominaisuudet: juuri[P] on
solmu 10. Solmun 10 vasen lapsi on solmu 5, oikea lapsi taas on solmu 13. Solmun 5
vanhempi on solmu 10. Solmulla 5 ei ole vasenta lasta.

Algoritmi on toimintaohje, jota noudattamalla voidaan suorittaa haluttu tehtävä. Teh-
tävällä on parametrinaan syötteitä, joita algoritmi käsittelee. Syötteet kuvataan suluissa
algoritmin nimen jälkeen. Käsittelemme kahdenlaisia algoritmeja: sellaisia, jotka laskevat
binääripuusta jonkin tuloksen (esimerkiksi suurin puusta löytyvä avainarvo), ja sellaisia,
jotka muokkaavat binääripuun rakennetta (esimerkiksi solmun lisäys). Algoritmi esite-
tään algoritminotaatiolla, jossa yhdistetään yksinkertaisia toimintoja peräkkäisellä suo-
rittamisella, ehdollisella suorittamisella ja toistolla. Tiedon väliaikaiseen tallentamiseen
käytetään muuttujia, jotka voivat sisältää esimerkiksi lukuarvon, viittauksen solmuun tai
puuhun, tai arvon NIL. Muuttujan sisältö asetetaan tai sitä muutetaan aseta-lauseella.
Esimerkiksi käsky aseta x ← 3 asettaa muuttujan x arvoksi luvun 3. Jos tämän jälkeen
suoritetaan käsky aseta x ← 5, korvautuu tuo aiempi arvo luvulla 5.

Seuraavaksi esittelemme joitain keskeisimpiä algoritmeja binääripuiden käsittelyyn.
Algoritmi EtsiPuusta saa syötteenään puun ja lukuarvon ja antaa tuloksenaan puusta
sen solmun, jolla on avainarvonaan kyseinen lukuarvo (tai arvon NIL, jos tällaista solmua
ei ole). LisääSolmu lisää uuden solmun puuhun. PieninArvo hakee puusta pienimmän
avainarvon sisältävän solmun (tai arvon NIL tyhjällä puulla).

EtsiPuusta(puu P, avainarvo a)

1. aseta x ← juuri[P]

2. niin kauan kuin x 6=NIL ja avain[x] 6=a suorita rivejä 3-4

3. jos a<avain[x] niin aseta x ← vasen[x]

4. muutoin aseta x ← oikea[x]

5. tulos on x

Algoritmi EtsiPuusta saa syötteenään tutkittavan puun P ja puusta etsittävän avai-
narvon a. Rivillä 1 se asettaa muuttujaan x viittauksen puun juureen. Sen jälkeen al-
goritmi tarkistaa rivin 2 ehdon. Mikäli x:n arvo on NIL, on puu tyhjä; vastaavasti jos
x:n avain on a, on etsittävä arvo jo löytynyt. Kummassakaan tapauksessa rivejä 3-4 ei
suoriteta kertaakaan. Muutoin algoritmi etenee suorittaen rivejä 3 ja 4 joka kierroksella
edeten kulloisenkin solmun vasempaan tai oikeaan alipuuhun solmun avainarvon ja et-
sittävän arvon vertailun perusteella. Algoritmin lopettaessa tuloksena x on joko etsityn
arvon sisältävä solmu tai NIL, mikäli etsittyä arvoa ei ole puussa lainkaan.
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Seuraavaksi esitämme algoritmin solmun lisäämiseksi puuhun. Oletamme, että lisät-
tävän solmun s ominaisuudet on alustettu seuraavasti:

• avain[s] = jokin kokonaisluku

• vasen[s] = NIL, oikea[s] = NIL, vanhempi[s] = NIL

LisääSolmu(puu P, solmu s)
1. aseta y ← NIL

2. aseta x ← juuri[P]

3. niin kauan kuin x 6=NIL suorita rivejä 4-6

4. aseta y ← x

5. jos avain[s]<avain[x] niin aseta x ← vasen[x]

6. muutoin aseta x ← oikea[x]

7. vanhempi[s] ← y

8. jos y=NIL niin aseta juuri[P] ← s

9. muutoin jos avain[s] < avain[y] niin aseta vasen[y] ← s

10. muutoin aseta oikea[y] ← s

Lisäysalgoritmi etenee puussa samoin kuin etsintäalgoritmikin hakien paikkaa, jo-
hon solmu tulisi lisätä. Mikäli puu on tyhjä, tehdään lisättävästä solmusta puun juuri.
Muutoin tämä sijoitetaan paikalleen joko puussa olevan solmun oikeaksi tai vasemmak-
si lapseksi. Yksinkertaisuuden vuoksi oletamme, että puuhun ei yritetä lisätä siihen jo
sisältyvää avainarvoa.

Binäärisen hakupuun pienimmän arvon omaava solmu löytyy seuraavasti:

PieninArvo(puu P)
1. aseta x ← juuri[P]

2. jos x6= NIL niin niin kauan kuin vasen[x]6= NIL suorita riviä 3

3. aseta x ← vasen[x]

4. tulos on x

Mikäli puu on tyhjä, ei pienintä arvoa ole olemassa ja tulos on NIL.

Kysymys 1

Perustele lyhyesti, mitkä kuvissa esitetyistä rakenteista (a-f) eivät kuvaa (tehtävänannos-
sa esitetyn määritelmän mukaisesti) binäärisiä hakupuita. (maksimipistemäärä 4)
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Kysymys 2

Kuvassa on esitetty binäärinen hakupuu P. Esitä, mitkä puun solmut ja missä järjestyk-
sessä seuraavien algoritmikutsujen suoritus käy läpi (vastauksen esitystapana esimerkiksi:
"Kutsu käy läpi tässä järjestyksessä solmut: 15, 14, 16, 17"). (maksimipistemäärä 3)

a) PieninArvo(P)

b) EtsiPuusta(P, 15)

c) EtsiPuusta(P, 11)
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Kysymys 3

Piirrä binäärinen hakupuu, joka syntyy, kun lisätään tyhjään puuhun solmut seuraavassa
järjestyksessä: 5, 7, 12, 9, 8, 6, 16, 14, 20, 10, 1, 0 (luvut ovat lisättävien solmujen
avainarvoja). (maksimipistemäärä 5)

Kysymys 4

Binäärisen hakupuun korkeus on askelten määrä kuljettaessa lyhintä reittiä juurisolmusta
alimpana olevaan lehtisolmuun. Kysymyksen 2 puun korkeus on 3, yksisolmuisen puun
korkeus on 0, tyhjälle puulle korkeutta ei ole määritelty.

a) Montako solmua kymmenen korkuiseen puuhun voi maksimissaan tallentaa?

b) Muodosta sellainen matemaattinen funktio f , että arvo f(h) kertoo, kuinka monta
solmua h:n korkuiseen puuhun voi maksimissaan tallentaa. (oletus: h ≥ 0)

c) Olkoon binäärinen hakupuu, jossa on n solmua, muodostettu siten, että sen kor-
keus on pienin mahdollinen. Paljonko operaatioita (muuttujan asetus, ehdon tarkis-
tus jne.) algoritmin EtsiPuusta suorittaminen vaatii enimmillään kyseisellä puulla
(suuruusluokka riittää).

(maksimipistemäärä 6)

Kysymys 5

Jos binääripuun solmut laitetaan suuruusjärjestykseen avainarvojensa mukaan pienim-
mästä suurimpaan, kunkin solmun seuraaja on se solmu, jonka avainarvo on seuraavana
järjestyksessä. Jos esimerkiksi avaimet ovat {2, 4, 6, 7, 10}, solmun, jonka avain on 4, seu-
raajalla on avain 6. Suurimman avaimen omaavalla solmulla ei ole seuraajaa.
Kirjoita algoritmi EtsiSeuraaja(solmu s), joka
• saa syötteenään puussa jo sijaitsevan solmun s

• antaa tuloksena joko seuraajasolmun, tai arvon NIL, jos seuraajaa ei ole olemassa
Muista, että pääset käsiksi muihin puuhun tallennettuihin solmuihin hyödyntämällä viit-
tauksia vasen[s], oikea[s] ja vanhempi[s] tarpeen mukaan. Ennen kuin alat kirjoittaa yk-
sityiskohtaista algoritmia, kuvaa lyhyesti, miten algoritmisi hakee seuraajan ja perustele
kuvaamasi hakutavan oikeellisuus. Pyri ratkaisussasi tehokkuuteen eli siihen, että algo-
ritmi kävisi vain tarvittavan osan puusta läpi (esimerkiksi algoritmi joka käy aina koko
puun läpi ei ole tehokas).

(maksimipistemäärä 7)
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