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Ongelmanratkaisutehtävän mallivastaus

Esipuhe.

Tehtävän voi ratkaista varmaankin sadoilla eri tavoilla. Laatijan ajatuksena on ollut, että useim-
pien vastaajien mieleen tulisi ensiksi jompikumpi alla esitellyistä ’yksinkertaisista’ tavoista. Kum-
pikin näistä tavoista on kuitenkin liian kallis maksimipisteisiin.

Menetelmä 1: ’tarkistus’.

Tämä menetelmä perustuu siihen havaintoon, että mitä ’keskemmällä’ rivin x henkilön tulot ovat,
sitä useammin kysely "kuka keskimmäinen x, y, z?"palauttaa rivinumeron x. Kaikkein keskimmäi-
sellä eli IKI:llä tämä tapahtuu kaikkein useimmin. Ajatuksena on nyt kokeilla jokaista rivinumeroa
x kaikkia rivinumeropareja (y, z) vastaan, ja etsiä se x, jolla tulos on useimmin x.

Alla on kuvattu metodi pääpiirteissään. Siinä on hyödynnetty kyselymme kommutatiivisuutta eli
kyselyn vastaus ei riipu numeroiden x, y ja z keskinäisestä järjestyksestä. Tämän vuoksi pareista
(y, z) riittää (jokaiselle x:lle) kokeilla vain sellaiset parit, joissa y < z. Lisäksi voidaan ohittaa
kyselyt, joissa x = y tai x = z.

1. Perusta jokaiselle rivinumerolle x (1 ≤ x ≤ 201) laskuri nx, johon talletetaan, kuinka usein
"kuka keskimmäinen x, y, z?"antoi vastauksen x. Alusta laskurit nolliksi.

2. Tarkastele rivinumeroita x järjestyksessä 1, . . . , k.

(a) Tarkastele rivinumeroita y järjestyksessä 1, . . . , k − 1.

i. Tarkastele rivinumeroita z järjestyksessä y + 1, . . . , k.
ii. Jos "kuka keskimmäinen x, y, z?"antaa vastauksen x, lisää laskuria nx yhdellä. Ky-

selyä ei tarvitse tehdä, jos x = y tai x = z.

3. Tutki laskureita nx ja valitse x, jonka laskuri on suurin. Tämä x on IKI.

Pareja (y, z), joissa y < z on riville y = 1 200 kpl, riville y = 2 199 kpl, ..., ja riville y = 200 1 kpl,
eli aritmeettisen summan mukaan

200

∑
y=1

y = 200 ∗ (200 + 1)/2 = 20100 kpl.

Testattavia arvoja x on 201 kappaletta, joten kaikenkaikkiaan testejä tulee tehdä 20100 * 201 =
4040100 kappaletta. Pientä (vaan ei riittävää) lievennystä saa ohittamalla parit, joissa y = x tai
z = x (tämän vähennyksen unohtaminen ei vaikuta pistemäärää alentavasti). Pareja, joissa y = x,
on 200 kpl, ja pareja, joissa z = x on 200 + 199 + · · · + 1 = 20100 kpl. Menetelmän hinta on
4.019.800 euroa.



Menetelmä 2: ’suodatus’.

Tämä menetelmä on tavallaan vastakkainen edelliselle. Sen sijaan, että etsittäisiin kaikkein kes-
kituloisinta henkilöä, etsitäänkin kaikken suuri- ja pienituloisin henkilö. Jos näiden ’äärihenkilöi-
den’ rivinumerot ovat a ja b, niin kysely "kuka keskimmäinen x, a, b?"antaa aina vastauksen x.
Kun ääriarvot on paikannettu, ne voidaan poistaa tarkasteltavien rivinumeroiden joukosta. Tämä
on perusteltua, koska

• kumpikaan rivien a ja b henkilöistä ei voi olla IKI; ja

• jäljellejääneen joukon IKI on sama kuin sellaisen, jossa a ja b ovat mukana.

Ääripäiden etsimistä ja poistamista jatketaan, kunnes jäljellä on vain yksi henkilö eli etsimämme
IKI. Huomaa, ettemme tiedä kummalla rivien a ja b henkilöistä on suuremmat tai pienemmät
tulot. Tiedämme vain, että kaikkien muiden rivien tulot ovat näiden kahden välissä.

Menetelmä voidaan toteuttaa tehokkaasti seuraavalla tavalla.

1. Olkoon (alkuperäinen tahi jäljelläoleva) rivinumeroiden joukko X = {x1, . . . , xk}.

2. Alusta a = x1 ja b = x2.

3. Kysy jokaiselle x ∈ {x3, . . . , xk} "kuka keskimmäinen x, a, b?". Jos vastaus on

x, älä tee mitään; jos

a, aseta a = x (a ei ole ääripää sillä x on enemmän ’ääressä’ kuin a); ja jos

b, aseta b = x.

4. Poista a ja b joukosta X, s.o. X = X\{a, b}.

5. Jos jäljellä on vain yksi alkio x, on IKI (eli x) löytynyt; jos taas enemmän, siirry takaisin
kohtaan 1 ja jatka suodatusta.

Menetelmän kustannus voidaan laskea seuraavasti. Ensimmäisellä suodatuskerralla tehdään 201-
2 = 199 kyselyä, toisella 197, . . . , ja lopuksi kerralla (201-1)/2 = 100 yksi kysely. Kaikenkaikkiaan
kyselyitä tarvitaan(jälleen aritmeettisena summana)

100

∑
x=1

(2 ∗ x − 1) = 2 ∗
(

100

∑
x=1

x

)
− 100 = 2 ∗ (100 ∗ (100 + 1)/2)− 100 = 10000 kpl,

eli harmiteltavasti (ja tarkoituksella) tuo täysi pistemäärä jää juuri ja juuri saavuttamatta.



Miten saan viimeiset 5 pistettä.

Menetelmiä 1 ja 2 tehokkaampiin menetelmiin päästään sillä huomiolla, että vaikka käytössä on
vain kysely "kuka keskimmäinen x, y, z?", voidaan asukkaat silti lajitella tulojensa mukaiseen jär-
jestykseen. Tosin emme tiedä, tuleeko järjestyksestä nouseva vai laskeva, mutta tämä ei meitä
haittaa. Suunnasta riippumatta järjestyksessä keskimmäinen henkilö on IKI.

Miten sitten vertailla kahden henkilön tuloja kun vain ’välissäoloa’ on lupa kysyä? Etsitään ensin
menetelmän 2 mukaisesti koko asukasjoukon ääripäät a ja b, ja valitaan niistä jompikumpi, esi-
merkiksi a. Rivin a henkilö on siis kaikkein pieni- tai suurituloisin iittiläinen. Olkoot x ja y mitkä
tahansa kaksi muuta rivinumeroa. Kysely "kuka keskimmäinen x, y, a?"voi antaa kaksi vastausta
(vastaus a on mahdoton):

x : x on ’lähempänä’ a:ta kuin y; ja

y : y on ’lähempänä’ a:ta kuin x.

Jos a on kaikkein pienituloisimman henkilön rivinumero, tarkoittaa vastaus x sitä, että rivin x
henkilön tulot ovat pienemmät kuin rivin y henkilön tulot (ja päinvastoin). Jos a taas on suuritu-
loisimman henkilön numero, vastaus x tarkoittaa, että rivin x henkilön tulot ovat suuremmat kuin
rivin y henkilön. Emme tiedä, kumpi a on, mutta jos rivinumerot lajitellaan tällä tavalla, menevät
ne tulojen mukaan joko nousevaan (a pienituloisin) tai laskevaan (a suurituloisin) järjestykseen.

Jokainen edellä kuvailtu vertailu maksaa yhden euron, sillä sen tekemiseen vaaditaan yksi kyse-
ly. Lisäksi alkuperäinen ääripäiden etsintä maksaa 199 euroa. Lajittelumenetelmiä on useita eri-
laisia. Jotkin niistä (esim. ns. limityslajittelu) tekevät takuuvarmasti aina vähemmän kuin 10000
vertailua 201:lle alkiolle. Jotkut (yksinkertaisemmat) taas tekevät pahimmassa tapauksessa (joka
riippuu asukkaiden tulojen alkuperäisestä järjestyksestä taulukossa) 201*200/2 = 20100 vertailua,
mutta parhaassa tapauksessa vain 200 vertailua. Mikä tahansa lajittelumenetelmä, joka edes jos-
sain tapauksessa (jossakin rivien järjestyksessä) maksaa vähemmän kuin 10000 euroa antaa täydet
pisteet.


