Gemensam intagning till datavetenskap 25.5.2015

Uppgift 2: Binara soktrad

Inom databehandling anvinds olika datastrukturer for att lagra data, sa att anvindningen
av data &r sa effektiv som mojligt. En central datastruktur heter bindrt soktrdd. Ett binart
soktrid bestar av en méangd noder som ér kopplade ihop. Noderna innehaller nyckelvarden.
Ofta lagras ocksa diverse nyttig information i noderna. Det &r denna information som
man soker ur tradet. I denna uppgift lagrar vi endast nyckelvirden.

Ett enkelt binart soktrad.

Datastrukturens noder, liksom sjélva tradet, har egenskaper som beskriver dem. Om
noden x har egenskapen z, gors referens till vardet for denna egenskap med beteckningen
z|x]. Vi betecknar med vérdet NIL situationen dér x inte har egenskapen ifraga (egens-
kap[x|=NIL).

Binartriadets nod x har foljande egenskaper:

key|[x|: nyckelvirdet for noden x (nyckelvirdet ar ett heltal)

left[x|: referens till det vinstra barnet for noden x (en nod eller NIL)

right[x|: referens till det hogra barnet for noden x (en nod eller NIL)

parent|x|: referens till féréldern f6r noden x (en nod eller NIL)

Det binira soktradet P har foljande egenskap:
e root[P]: referens till tradets rot (en nod eller NIL)

Vi antar i denna uppgift, att inga nyckelvirden finns flera ganger i tradet. Beteck-
ningen left[x|=NIL betyder att noden x saknar vénster barn. Sddana noder som saknar
bada barnen kallas l6vnoder. En nods avkomma ar alla dess barn, dessas barn osv énda
till l6vnoderna. Nodens anfider ar dess fordlder, dennas forélder osv. dnda till roten. Det
vanstra deltrddet for en nod x innehaller noden left[x| och alla dess avkommor (deltriadet
kan vara tomt). P4 motsvarande sitt definieras det hogra deltréddet for en nod.

Foljande krav géller for ett binart soktrad:

e Om root|P|=NIL, s& &r tradet P tomt.

e Rotnoden har ingen foralder (dvs parent|root[P]| = NIL). Alla andra noder i tradet
har en foralder.

e Varje nod har maximalt tva barn, det vanstra och det hogra. Endera av dem eller
bada kan saknas.

e Lat x vara en godtycklig nod i tradet. Om y &r en nod i dess vanstra deltrad, sa ar
keyly] < key|x]. P4 motsvarande sitt, om y finns i det hogra deltradet till x, s& ar
key[y] > keylx].
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Ett binédrt trad kan askadliggoras genom att rita det sa att noderna &r cirklar inom
vilka nyckelviardena finns och var fordlder kopplas ihop med sina barn med ett streck.
Brukligt ar att placera noderna i figuren pa detta sétt:

e Rotnoden placeras 6verst.

e Rotnodens barn placeras sa att left|root|P]|| placeras ner till vinster om roten och
right[root[P]] ner till hoger. Dessa barnnoder placeras sinsemellan pa samma hojd.
Om endera av barnen saknas, ritas det naturligtvis inte.

e Barnnodernas barn och senare efterféljare ritas pa motsvarande siatt nerat, sa att
noderna pa lika manga stegs avstand fran roten placeras pa samma hojd.

I det fojande betyder uttrycket nod a noden med nyckelvirdet a. I exemplet i borjan
av uppgiften géller foljande egenskaper: root|P| &r noden 10. Vénster barn till noden 10
ar noden 5 och hoéger barn ar noden 13. Fordldern till noden 5 dr noden 10. Noden 5
saknar det vianstra barnet.

En algoritm ar en beskrivning 6ver hur man skall gora for att utfora en given uppgift.
Uppgiften har som parametrar input, som algoritmen bearbetar. Inputvirdena noteras
inom parentes efter algoritmens namn. Vi behandlar tva slag av algoritmer: sadana som
berdknar nagot resultat fran det bindra tréadet (till exempel det storsta nyckelviardet som
finns i triddet), och sddana som &ndrar strukturen péa det bindra tradet (till exempel
lagger till en nod). Algoritmen presenteras med en algoritmnotation ddr man kombinerar
enskilda instruktioner som utfors i ordning en efter en, som utfors i enlighet med nagot
villkor, eller som utfors flera ganger. For att tillfalligt lagra information anvénds variabler,
som kan innehalla till exempel tal, referenser till en nod eller ett trid, eller ha vérdet
NIL. Vardet pa en variabel tilldelas eller &ndras med en tilldelningssats. Exempelvis ger
instruktionen tilldela x <— 3 talet 3 som vérde for variabeln x. Om dérefter instruktionen
tilldela x < 5 utfors, sa ersitts det tidigare vardet med talet 5.

I det som foljer presenterar vi nagra centrala algoritmer for behandlingen av bindra
trad. Algoritmen SearchTree far som input tradet och ett tal och ger som resultat den
nod som har detta som sitt nyckelvirde (eller virdet NIL, om en siddan nod inte existe-
rar). AddNode ldgger en ny nod till tradet. MinValue soker triadets nod med det minsta
nyckelvirdet (eller virdet NIL for ett tomt trad).

SearchTree(trad P, nyckelvirde a)
1. tilldela x < root|P]
2. sa liange som x#NIL och key|x|#a utfor raderna 3-4
3 om a<key|x| s& tilldela x <« left[x]
4. annars tilldela x < right|x]|
5. resultatet ar x

Algoritmen SearchTree far som input trddet P som behandlas och nyckelvirdet a
som sOks ur tradet. Pa rad 1 tilldelas variabeln x en referens till tradets rot. Déarefter
kontrollerar algoritmen ett villkor pa rad tva. Om x har viardet NIL, &ar trddet tomt;
motsvarande om x har nyckelviardet a, har viardet hittats. I bada fallen utférs inte raderna
3-4 en enda gang. Annars gar algoritmen vidare till raderna 3 och 4 och i varje omgang
gar den vidare antingen till nodens vénstra eller hogra deltrdad, pa basen av en jamforelse
mellan det sokta virdet och nyckelvirdet i noden. Da algoritmen avslutas ar resultatet x
antingen noden som innehaller det sokta vardet eller NIL, om det sokta virdet inte alls
finns i tradet.
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Som nésta algoritm presenterar vi tillagg av en nod till tradet. Vi antar att noden s
som laggs till har féljande utgangsviarden pa sina egenskaper:

e key[s| = nagot heltal

e left[s] = NIL, right[s] = NIL, parent|s| = NIL
AddNode(trad P, nod s)

1. tilldela y < NIL

2. tilldela x < root|P|

3. s& lange som x#NIL utfor raderna 4-6

4 tilldela y < x

5. om key[s|<key|x| s& tilldela x < left|x]

6. annars tilldela x < right|x]

7. parent[s| <y
8. om y=NIL sa tilldela root|P| < s
9. annars om key[s| < key|y| sa tilldela left[y] + s
10. annars tilldela right|y| < s

Tillaggningsalgoritmen gar vidare i tradet pa samma sidtt om sokalgoritmen. Algorit-
men sOker platsen dédr den nya noden borde laggas till. Ifall triadet dr tomt, gérs den nya
noden till rot for trddet. Annars placeras denna pa sin plats antingen som det vénstra
eller hogra barnet till nagon nod som redan finns i tradet. For enkelhetens skull antar vi
att man inte forsoker lagga till ett nyckelvarde som redan finns i trédet.

Noden med det minsta virdet i det binédra soktriadet hittas enligt foljande:

MinValue(trad P)
1. tilldela x < root|P]

2. om x# NIL sa s& ldnge som left[x|# NIL utfor rad 3
3. tilldela x « left|x]
4. resultatet ar x

Ifall triadet ar tomt, finns det inget minsta viarde och resultatet ar NIL.

Fraga 1
Ge en kort motivering till vilka av strukturerna i bilderna (a-f) inte motsvarar bindra
soktrad (sd som de ar definierade i den hdr uppgiften). (maximalt antal podng 4)
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Fraga 2

Pa bilden finns ett bindrt soktrdd P. Beskriv for foljande algoritmanrop vilka tréadets
noder som genomgas och i vilken ordning (svaret kan ges till exempel i formen "Anropet
gar igenom noderna i denna ordning: 15, 14, 16, 17"). (maximalt antal podng 3)

a) MinValue(P)
b) SearchTree(P, 15) @

c) SearchTree(P, 11) 0 @

Fraga 3

Rita det bindra soktrdd som uppstar da man lagger till foljande noder i denna ordning
till ett tomt trad: 5, 7, 12, 9, 8, 6, 16, 14, 20, 10, 1, 0 (talen &r nyckelvirdena fér noderna
som ldggs till). (maximalt antal podng 5)

Fraga 4

Hdjden pa ett binart soktrad ar antalet steg man gar kortaste viagen fran roten till ett
16v som ligger langst ned. Tradet i fraga 2 har hojden 3. Ett trad bestaende av en enda
nod har héjden 0. Hojden for ett tomt trid ar inte definierad.

a) Hur manga noder kan det lagras som mest i ett trad av héjden tio?

b) Bilda en sddan matematisk funktion f att virdet f(h) berdttar hur manga noder
som maximalt kan lagras i ett trdd av hojden h. (Antag: h > 0)

c) Lat ett binért soktrdd med n noder vara uppbyggt si att dess hojd &ar sa liten
som mojligt. Hur manga operationer (variabeltilldelningar, villkorskontroller osv.)
maste algoritmen SearchTree utféra som mest i ett sadant trad (storleksordningen
récker).

(maximalt antal poéng 6)

Fraga 5
Om binértradets noder rdknas upp i storleksordning enligt sina nyckelvirden fran mista
till storsta, sa ér foljande nod den nod som har féljande nyckelvirde i ordningen. Till
exempel, om noderna ar {2,4,6,7,10}, sa ar foljande nod till noden med nyckeln 4,
noden med nyckeln 6. Noden med den storsta nyckeln har ingen féljande nod. Skriv ut
algoritmen Successor(nod s) som

e far som input en nod s som redan finns i tradet

e ger som resultat féljande nod till noden s, eller vardet NIL om det inte finns nagon

foljande nod

Kom ihag att du nar andra noder lagrade i triddet genom referenserna left[s|, right[s| och
parent|s| allt enligt behov. Innan du bérjar skriva den detaljerade algoritmen, beskriv
kort med ord hur din algoritm séker den foljande noden och motivera varfor din sokmetod
fungerar ratt. Strava i din 16sning till effektivitet, dvs till att din algoritm gar igenom
endast den del av tradet som behovs (till exempel en algoritm som alltid gar igenom hela
tradet &r inte effektiv). (maximalt antal podng 7)



