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Uppgift 3: Stackmaskin
Då man beräknar värdet på ett aritmetiskt uttryck med en traditionell kalkylator matas de
nödvändiga numeriska värdena och operationerna först in i kalkylatorn i samma ordning som de
förekommer i själva uttrycket. Då man sedan trycker på “=”-tangenten, beräknar kalkylatorn
uttryckets värde. Till exempel kan värdet på uttrycket 15 − 2 ⋅ 3 beräknas genom att trycka in
15-2*3=

varefter kalkylatorn skriver ut det rätta svaret 9.

En stackkalkylator är ett alternativt sätt att utföra sådana beräkningar. Stackkalkylatorns
centrala beståndsdel är en stack. I den sparas de nödvändiga numeriska värdena och resultaten
som genereras under beräkningen. Stacken kan innehålla ett eller flera numeriska värden eller
så kan den vara tom. Man kan föreställa sig att talen förekommer på varandra i stacken på
samma sätt som till exempel staplade lådor. Då ett nytt tal sätts på stacken kommer det alltid
överst, och på motsvarande sätt kan det översta talet tas bort från stacken, men inte de som
finns under det (förrän det som finns över först tagits bort). Även beräkningsoperationerna
riktar sig mot talen överst på stacken, vilket vi snart kommer att se mer i detalj. Till exempel
föreställer figuren nedan en stack som har talet 3 överst, talet 15 underst, och mellan dem talet
2:

Vi kollar först en mycket enkel stackkalkylator med följande kommandon:

• PUSH 𝑥: sätt talet 𝑥 ovanpå stacken; här är 𝑥 ett heltal
• ADD: ta bort de två översta talen från stacken, addera ihop dem och sätt summan ovanpå

stacken
• MUL: ta bort de två översta talen från stacken, multiplicera dem och sätt produkten ovanpå

stacken
• SUB: ta bort de två översta talen från stacken, subtrahera det övre talet från det undre

och sätt skillnaden ovanpå stacken.

Kommandona ADD, MUL och SUB förutsätter att det det finns åtminstone två tal på stacken.
Annars går kalkylatorn in i ett feltillstånd och slutar fungera.

För enkelhetens skull utelämnar vi division från kalkylatorn, för den behövs inte i fortsättningen.

Till exempel kan man beräkna värdet på uttrycket 15 − 2 ⋅ 3 genom att utföra följande lista på
kommandon
PUSH 15
PUSH 2
PUSH 3
MUL
SUB
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Med simulatorn nedan kan du se hur stackkalkylatorn utför den här listan på kommandon. Med
piltangenterna kan du simulera beteendet på följande sätt:

• > : ta ett steg
• >>> : gå igneom resten av programmet på ett animerat sätt
• >| : utför direkt hela programmet till slut.

Knapparna < , <<< och |< fungerar på motsvarande sätt bakåt.

I simulatorn är följande kommando som står i tur att utföras markerat. I figuren visas till
vänster om pilen stackens tillstånd före det markerade kommandot har utförts och till höger
om pilen, lite svagare, tillståndet efter att kommandot utförts. I början är stacken tom.

När man räknar med grundräknesätten skiljer sig stackkalkylatorn från en traditionell kalkyla-
tor på två sätt. För det första presenteras talen och räkneoperationerna i annan ordning. För
det andra händer det i stackkalkylatorn genast något med stacken efter varje kommando, me-
dan det i en traditionell kalkylator inte händer något innan hela beräkningen som ska utföras
har matats in. Båda sätten har sina fördelar vad gäller kalkylatorns användarvänlighet.

Som nästa steg vill vi utvidga vår stackkalkylator så att vi kan skriva program på den, med
andra ord kommandolistor, med vilka vi kan utföra en önskad beräkning med vilka givna tal
som helst. För detta tar vi i bruk en mängd kommandon med vilka stacken kan modifieras på
annat sätt än genom det översta elementet:

• SWAP: byt sinsemellan plats på stackens två översta tal
• DOUBLE: kopiera stackens översta tal och sätt det överst på stacken
• POP: stryk stackens översta tal
• UP: cirkulera stackens innehåll uppåt, så att det översta talet flyttas till stackens botten

och de andra stiger ett steg uppåt
• DOWN: cirkulera stackens innehåll nedåt, så att det nedersta talet flyttas överst på stacken

och de andra sjunker ett steg nedåt.

Kommandot SWAP förutsätter att det finns åtminstone två tal på stacken och kommandona
DOUBLE, POP, UP och DOWN att det finns åtminstone ett tal på stacken. Annars går maskinen in
i ett feltillstånd och slutar fungera.

Normalt avslutas utförandet av programmet när den sista raden i programmet har utförts.

Följande exempel klargör dessa kommandon:
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Genom att kombinera dessa funktioner kan vi nu skriva program, som utför någon komplice-
rad operation, som hanterar flera tal givna som startvärden. Vi kallar dessa startvärden för
programmets indata och antar att de sparats på stacken innan programmet körs. En dylik
programmerbar stackkalkylator kallar vi en stackmaskin.

Till exempel följande program beräknar värdet för uttrycket 𝑥 ⋅ 𝑦 − 𝑥 − 𝑦, när indata 𝑥 och 𝑦
finns på stacken då programmet börjar köras. Vi antar att i begynnelsetillståndet finns 𝑦 överst
på stacken och under det 𝑥 och att det inte finns andra tal på stacken; detta motsvarar att det
i början har utförts PUSH 𝑥 och PUSH 𝑦 på en tom stack.
DOUBLE
UP
UP
DOUBLE
DOWN
MUL
DOWN
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SUB
DOWN
SUB

Testa hur detta program fungerar med olika indata genom att använda simulatorn nedan. I
rutan för Stackens begynnelsetillstånd kan du skriva de indata med vilka programmet
körs. Stackens begynnelsetillstånd presenteras här och i fortsättningen så att talet på stackens
botten nämns först och talet överst på stacken sist. Talen skiljs åt med kommatecken. Således
motsvarar till exempel stackens begynnelsetillstånd 3,-4 det tillstånd som skulle uppkomma
genom att utföra PUSH 3 och PUSH -4 i den ordningen.

Programmets grundtanke är att de två tal som från början finns överst på stacken kopieras
till stackens botten genom att använda kommandona DOUBLE och UP. När multiplikationen
är utförd, fås de ursprungliga talen tillbaka överst på stacken med DOWN-kommandon, så att
subtraktionerna kan utföras.

I exemplen ovan utförde programmet alltid samma kommandon i samma ordning oberoen-
de av indatas värden och varje kommando i programmet utfördes exakt en gång. För mera
komplicerade strukturer finns det hoppkommandon i vår stackmanskin, med vilka man kan
ändra ordningen i vilken programmets kommandon utförs. I stackmaskinens hoppkommandon
används etiketter (eng. label) för att markera de ställen i programmet dit man kan hoppa. Som
etiketter används här bokstäverna A-Z.

Följande kommandon relaterar till hopp:

• LABEL 𝑥, där 𝑥 är någon av bokstäverna A-Z: denna programrad gör inte själv någonting,
men den utmärker vart man kan hoppa från andra ställen i programmet

• JUMP 𝑥: raden med LABEL 𝑥 söks upp i programmet, och utförandet fortsätter från denna
rad

• JZERO 𝑥: såsom JUMP 𝑥, men hoppet görs endast om översta talet på stacken är en nolla;
i annat fall fortsätter utförandet som normalt

• JPOS 𝑥: såsom JUMP 𝑥, men hoppet görs endast om översta talet på stacken är positivt
(strikt större än 0); i annat fall fortsätter utförandet som normalt

• JGTR 𝑥: såsom JUMP 𝑥, men hoppet görs endast om översta talet på stacken är större än
det nästöversta; i annat fall fortsätter utförandet som normalt
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En etikett (bokstaven A-Z) får inte förekomma på flera olika LABEL-rader i samma program. I
hoppkommandona får man endast använda etiketter, för vilka det finns en motsvarande LABEL-
rad i programmet. LABEL-raden kan också vara sista raden i programmet, vilket betyder att
programmet slutar när man hoppar dit.

Kommandona JZERO och JPOS förutsätter att det åtminstone finns ett tal på stacken, och
kommandet JGTR att det finns åtminstone två tal på stacken. Annars går maskinen in i ett
feltillstånd och den slutar fungera.

Hoppkommandona ändrar inte stackens innehåll.

Till exempel sätter följande program talet 1 på stacken, om stackens två översta tal är lika
stora, och annars sätter det 2. De ursprungliga talen stryks från stacken:
SUB
JZERO A
POP
PUSH 2
JUMP B
LABEL A
POP
PUSH 1
LABEL B

Om resultatet av att talen subtraheras är 0, alltså talen är lika stora, hoppar man till etiketten
A, där resultatet 0 tas bort med kommandot POP och 1 sätts överst på stacken. Om talen är olika
stora, är resultatet av subtraktionen inte noll och JZERO utför inte hoppet. Således fortsätter
i detta fall utförandet till det ställe där 2 sätts överst på stacken. Efter det måste man dock
ännu hoppa till etikett B som pekar på programmets slut, så att man i detta fall ignorerar PUSH
1 som hör till det andra fallet.

I exemplet ovan användes hoppkommandona endast för att på basen av indata välja vilka
programrader som utförs, samt vilka som lämnas outförda. Med hjälp av hoppkommandon kan
man också forma slingor, så att samma programrad kan utföras flera gånger för att behandla
vissa indata.

Som ett exempel på en slinga betraktar vi en uppgift där indata består av ett givet heltal 𝑛
och programmet ska skapa en stack med innehållet 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, … , 0 (igen listad med början
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nedifrån, så att talet 0 kommer överst på stacken). Indata 𝑛 antas vara ett positivt heltal (större
än noll). Uppgiften kan lösas med följande program:
LABEL A
PUSH 1
SUB
JZERO B
DOUBLE
JUMP A
LABEL B

Vi subtraherar 1 från talet överst på stacken och ser om det är noll. Om så är fallet, behöver
inga fler tal sättas på stacken och vi hoppar till slutet av programmet. I annat fall sparas
det erhållna resultatet med DOUBLE-kommandot och vi återvänder till den punkt där vi igen
subtraherar 1. Under utförandet blir således vart och ett av talen 𝑛, 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, … , 0 i tur
och ordning det översta talet på stacken, varefter programmet avslutas. Testa programmet
med stackmaskinssimulatorn med något litet heltal som indata (t.ex. 5) för att se hur slingan
fungerar.

För mer komplicerade uppgifter kan fler åtgärder i stacken behöva utföras i en slinga för att
alla nödvändiga mellanresultat ska finnas tillgängliga. Följande program beräknar till exempel
potensen 𝑥𝑛 (dvs. produkten där talet 𝑥 upprepas 𝑛 gånger) då indata består av 𝑛 överst på
stacken och under det 𝑥. Indata 𝑥 och 𝑛 antas vara positiva heltal:
UP
PUSH 1
DOWN
LABEL A
JZERO B
PUSH 1
SUB
DOWN
DOUBLE
DOWN
MUL
UP
UP
JUMP A
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LABEL B
POP
SWAP
POP

Nedan finns igen en simulator med vilken du kan testa hur programmet fungerar, och nedanför
den finns en förklaring för hur programmet fungerar steg för steg. Grundtanken är att stacken
lagrar information om tre olika saker. Talet 𝑥, som multipliceras upprepade gånger, behövs
som sådant. Dessutom förs bok över hur många multiplikationer som ännu inte är utförda och
resultatet av de multiplikationer som hittills utförts.

Vi granskar ett exempel med beräkningen av potensen 53 = 125. I början är således talet 3
överst på stacken och under det talet 5. De tre första raderna (före rad LABEL A) lägger till
värdet 1 på stacken, varefter situationen är följande:

Således finns talet 5 som ska multipliceras lägst ner i stacken, hittills (eftersom ingen multipli-
kation har utförts) är mellanresultatet 1 (dvs. 50), och 3 multiplikationer är ännu outförda.
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Eftersom översta talet på stacken, alltså antalet outförda multiplikationer, avviker från noll,
utför inte JZERO B ett hopp. Från räknaren överst på stacken subtraheras 1, varefter mellanre-
sultatet 1 multipliceras med talet 5 lägst ner i stacken. Detta kräver lite rotation av stacken
för att få de tal som ska multipliceras överst på stacken och sedan resultatet på sin egen plats.
När vi kommer till raden JUMP A, är situationen för stapeln följande

När det således finns 2 outförda multiplikationer, är mellanresultatet 5; talet som ska mul-
tipliceras förblir 5 under hela processen. Låt oss nu hoppa tillbaka till LABEL A, och eftersom
vi fortfarande inte har 0 överst på stacken, utförs samma operationer på nytt. Som resultat fås
stacken

mellanresultatet har alltså ökat till värdet 25 och antalet outförda multiplikationerhar minskat
till värdet 1. Fortfarande har vi inte 0 överst på stacken, så vi utför ytterligare en omgång,
varefter stacken har följande innehåll

Överst på stacken finns nu 0, så JZERO B hoppar till slutet av programmet, där stacken ännu
städas från andra tal än det önskade resultatet 125.

sec −ℎ𝑒𝑎𝑑

Uppgift 3, frågor

För varje fråga ska du spara ditt svar med “Spara”-knappen. Du kan senare ändra ditt svar
genom att spara ett nytt svar. Det senast sparade svaret är det som gäller.

Fråga 3.1 (1 poäng)
Nedan finns ett färdigt skrivet program i simulatorn som utgår från att det i början finns ett
positivt heltal på stacken. Vad gör detta program? Med andra ord, när stacken inledningsvis
har ett positivt heltal 𝑛 överst och stacken annars är tom, vilket tal finns på stacken när
programmet avslutas? Välj rätt alternativ i flervalsfrågan under simulatorn.

Du kan använda simulatorn för att lösa frågan. Exakt ett av de angivna svarsalternativen är
korrekt.
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Välj rätt alternativ av de nedanstående

○ Programmet beräknar för det givna talet 𝑛 den aritmetiska summan från
1 till 𝑛, alltså 1 + 2 + 3 + ... + 𝑛.

○ Programmet beräknar för det givna talet 𝑛 summan av kvadraterna på
talen från 1 till 𝑛, alltså 12 + 22 + 32 + ... + 𝑛2.

○ Programmet beräknar fakulteten av det givna talet 𝑛, alltså 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ … ⋅ 𝑛.

○ Programmet beräknar för det givna talet 𝑛 produkten av talen från 1 till
𝑛 upphöjda i sin egen potens, alltså 11 ⋅ 22 ⋅ 33 ⋅ … ⋅ 𝑛𝑛.

Fråga 3.2 (1 poäng)
Nedan finns ett färdigskrivet program i simulatorn som utgår från att stacken i begynnelse-
tillståndet innehåller ett positivt heltal. Vilket måste stackens begynnelsetillstånd vara för att
stacken efter programmet utförts ska innehålla talet 411 och inget annat?

Om stacken till exempel inledningsvis skulle innehålla talet 5, så skulle stacken efter att pro-
grammet har utförts innehålla 501 istället för 411, så “5” är inte det rätta svaret på denna
fråga.

Om du vill, kan du använda simulatorn för att testa programmet med olika begynnelsetillstånd.
När du tycker att du har hittat rätt begynnelsetillstånd, skriver du in det i rutan för stackens
begynnelsetillstånd och trycker på knappen “Spara”, så att det sparas som ditt svar. Du kan
ändra ditt svar senare; det senast sparade begynnelsetillståndet förblir det giltiga.
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Simulatorn:

Råd för frågorna 3.3�3.10
I frågorna 3.3-3.10 är svaret stackmaskinens program. Du måste skriva in ditt svar på rätt
plats i den givna simulatorn för varje fråga. Du kan skriva kommandona själv eller använda de
knappar som finns för kommandona.

Slutligen sparar du ditt svar med hjälp av knappen “Spara”. Om du sparar flera svar, kommer
det senast sparade svaret att förbli det giltiga. Varje gång du trycker på knappen “Spara”,
testar simulatorn ditt program med några exempelindata och ger dig feedback om ditt program
fungerar korrekt eller ej.

I alla uppgifter är det ett krav att ditt program slutar att utföras på ett normalt sätt (den sista
raden i programmet utförs) och att ditt program inte orsakar några feltillstånd (t.ex. genom
att försöka utföra ett ADD-kommando när det bara finns ett tal på stacken).

Om du vill kan du använda simulatorn för att testa ditt program med olika begynnelsetillstånd.
Detta påverkar inte bedömningen av ditt svar. I vissa frågor kan de tal som anges som indata
påverka antalet steg som ditt program utför och storleken på stacken. Ange därför rimligt små
tal (mindre än 20) i dina testindata, så att simulatorn kan visa utförandet ordentligt.

Fråga 3.3 (2 poäng)
Skriv ett program för stackmaskinen som beräknar värdet av uttrycket 6 ⋅ 𝑥 − 5 för ett givet
heltal 𝑥. Då programmet börjar utföras kan man anta att det endast finns ett heltal 𝑥 på
stacken, och då utförandet avslutas bör det bara finnas det givna uttryckets värde för detta tal
𝑥 på stacken.

Om det till exempel i begynnelsetillståndet endast finns talet 2 på stacken, bör stacken efter
att programmet har utförts endast innehålla talet 7.
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Fråga 3.4 (2 poäng)
Skriv ett program för stackmaskinen vilket beräknar uttrycket 𝑥2 − 𝑥 ⋅ 𝑦 för de givna heltalen
𝑥 och 𝑦. Då programmet börjar utföras kan man anta att det endast finns två heltal 𝑥 och 𝑦
på stacken med 𝑥 nederst och 𝑦 överst. Då utförandet avslutas bör endast det givna uttryckets
värde för dessa tal 𝑥 och 𝑦 finnas på stacken.

Observera ordningen på talen 𝑥 och 𝑦 i begynnelsetillståndet. Detta motsvarar att du skulle ha
utfört PUSH 𝑥 och PUSH 𝑦 i den ordningen.

Om till exempel begynnelsetillståndet är 5, −2 (på stacken finns då talet 5 nederst och −2
överst), bör stacken efter att programmet har utförts endast innehålla talet 35.

Fråga 3.5 (2 poäng)
Skriv ett program för en stackmaskin vilket beräknar absolutbeloppet |𝑥| för ett givet heltal 𝑥.
Då programmet börjar utföras kan man anta att det på stacken endast finns ett heltal 𝑥, och
då utförandet avslutas bör det bara finnas det givna talets absolutbelopp på stacken.

Om det till exempel i begynnelsetillståndet endast finns talet −51 på stacken, bör stacken efter
att programmet har utförts endast innehålla talet 51.

Fråga 3.6 (2 poäng)
Skriv ett program för stackmaskinen som beräknar värdet av uttrycket 16 ⋅𝑥 för ett givet heltal
𝑥. Då programmet börjar utföras kan man anta att det på stacken endast finns ett heltal 𝑥,
och då utförandet avslutas bör det bara finnas talet 16 ⋅ 𝑥 på stacken. Programmet får inte
använda kommandot MUL.

För att få fulla poäng, får det finnas högst 8 kommandon i programmet. För ett program som
är längre, men som i övrigt uppfyller kraven, kommer det att tilldelas en poäng.

Om det till exempel i begynnelsetillståndet endast finns talet 3 på stacken, bör stacken efter
att programmet har utförts endast innehålla talet 48.
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Fråga 3.7 (2 poäng)
I begynnelsetillståndet finns det tre heltal på stacken. Skriv ett program för stackmaskinen
vilket vänder om ordningen på talen; med andra ord blir det översta talet det nedersta och
tvärtom. Inga tal får läggas till på stacken eller tas bort från den.

Om stackens begynnelssetillstånd till exempel är 4, 2, 3 (med talet 4 nederst, 2 ovanpå det och
3 överst), bör stackens tillstånd efter att programmet har utförts vara 3, 2, 4 (alltså 3 nederst
och 4 överst).

Fråga 3.8 (2 poäng)
I begynnelsetillståndet finns det tre heltal på stacken. Skriv ett program för stackmaskinen
vilket lämnar kvar endast det minsta av dessa tal på stacken.

Om stackens begynnelsetillstånd till exempel är 4, 5, 1, bör stacken efter att programmet utförts
innehålla endast talet 1.

Fråga 3.9 (3 poäng)
I begynnelsetillståndet finns två positiva heltal 𝑛 och 𝑥 på stacken med 𝑛 som det översta. Skriv
ett program för stackmaskinen vilket sparar 𝑛 stycken tal 𝑥 på stacken. Efter att programmet
har utförts ska stacken endast innehålla 𝑛 antal av det ursprungliga talet 𝑥.

Om stackens begynnelsetillstånd till exempel är 5, 4 (med talet 5 nederst och 4 överst), så bör
stackens tillstånd efter att programmet har utförts vara 5, 5, 5, 5.
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Fråga 3.10 (3 poäng)
I begynnelsetillståndet innehåller stacken ett positivt heltal. Skriv ett program för stackmaski-
nen vilket lägger till ett tal på stacken

• talet 1, om det ursprungliga talet på stacken är jämnt
• talet 0, om det ursprungliga talet på stacken är udda.

När programmet har utförts ska det finnas exakt två tal på stacken: överst 0 eller 1 och nederst
det tal som ursprungligen fanns på stacken.

Om stacken i begynnelsetillståndet till exempel innehåller endast talet 5, ska stacken efter
att programmet har utförts innehålla 5, 0 (5 nederst och 0 överst). Om stacken i begynnelse-
tillståndet däremot endast innehåller talet 12, så bör stacken efter att programmet har utförts
innehålla 12, 1 (12 nederst och 1 överst).
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